
Physikalisch-Technische Bundesanstalt 

DECKBLATT 

Projekt PSP-Element Obj. Kenn. Funktion Komponente Baugruppe Aufgabe UA Lfd. Nr. Rev 

NAAN NNNNNNNNNN NNNNNN NNAAANN AANNNA AANN XAAXX AA NNNNIN N 

9K EGA 

Titel der Unterlage BGR-Bericht: Hydraulische Höhen um ein aufgelassenes 
Bergwerk 
(Archiv-Nr. 103.797, Sept. 1988) 

(l fd. nr. 291) 

Ersteller BGR 

Stempelfeld 

ED 0001 100 

Seite 

Stand 
Sept. 1988 

Textnummer 

PSP-Element TP 2: 9K12122422 
9K/212853 

zu Plan-Kapitel: 3• 1 • 10· 3 und 
3.9.3 

01cs1 n1~rla11 wucr acgt samt t em u&Z de& e ec u sowie c: , zur venrau II e unf auc bc1 

Be!ördenina 11nd Vemic:hr;ung und darr vom Emplinga nur aufcrapbuogm 1cnuw. vervielfllti&t und Orinm zu111 iac:h 
1emadu werden . Ein• andu1Vcrwcndun1 lind Weitc&abe bedarf der ausdnlcklic:hlft Zustimmuna der PTB • 



REVISIONSBLA TT 

Proiekt PSP-Element Obj. Kenn. Funktion Komponente Baugruppe Aufgabe UA Lfd. Nr Rev 

NAAN NNNNNNNNNN NNNNNN NNAAANN AANNNA AANN XAAXX A A NNNN N N 

9K EGA 

Titel der Unterlage BGR-Bericht: Hydraulische Höhen um aufgelassenes 
Bergwerk 
(Archiv-Nr. 103.797, Sept. 1988) 

(lfd. Nr. 291) 

ED 0001 

II. 

Stand 

Sept. 1988 

Rev. 
Revisionsst. 

Datum 
verant. Gegenzeichn. rev. Kat. 
Stelle Name Seite •1 Erläuterung der Revision 

"' 1 Kategorie R • redaktionelle Korrektur 
; Kategorie V - verdeutlichende Verbesserung 
:: Kategorie S • substantielle Änderung 

00 

~ L.,;,M;;,;i.;.;n,;,de;,;s;,;,te:.;n,::s:.;b:e;,;.i .::d:e;_r ;,;.Ka:;t;:e,;;gc~•:,:ie:,:S::..;·n~u:,;:s;:s";,;' n.:.,:E:.;,rlä:;u:.:,t:;eru~n!ge:;n.:..,:an~g:;:e;.::g:e:,be:;n.:..;,;w,:e;.:rd:,:e~n~. ________________ • 



BUNDESANSTALT FÜR GEOWISSENSCHAFTEN UND ROHSTOFFE 

HANNOVER 

Hydraulische Höhen um ein aufgelassenes Bergwerk 

1. Sachbearbeiter 

2. Datum: 

3 . Archiv-Nr.: 

4. Tagebuch-Nr. : 

September 1988 

103 . 797 

11. 912 



Inhalt Seite 

1. Aufgabenstellung 1 

2. Modellbeschreibung und Vorgehensweise 1 

3. Wahl der Eingabedaten und Darstellung der Ergebnisse 2 

4. Literatur 9 

Anhang 1: 

Zwei Anfangsrandwertprobleme des endlichen Brunnens 10 

Al.1 Der endliche Brunnen mit konstanter Spiegelabsenkung 10 

Al.2 Der endliche Brunnen mit konstanter Entnahmerate 12 

Anhang 2: 

zur praktischen Berechnung der Funktionen des 

endlichen Brunnens 

A2.1 Die erste Funktion des endlichen Brunnens 

A2.2 Die Ortsableitung der ersten Funktion des 

endlichen Brunnens am Brunnenrand 

A2.3 Die zweite Funktion des enälichen Brunnens 

13 

13 

16 

19 



- 1 -

1. Aufgabenstellung 

Im Rahmen der Untersuchungen der Eignung aufgelassener Berg
werke als Endlagerstandorte muß die Auswirkung der während 
der Betriebszeit des Bergwerkes erzeugten Anomalie der 
hydraulischen Höhe auf den Austrag der eingelagerten Abfälle 
mit dem Grundwasser betrachtet werden. Solange eine solche 
Anomalie, eine lokale Absenkung der hydraulischen Höhe, ein 
Absenkungstrichter, genügend tief ist, können im Porenwasser 
gelöste Abfallstoffe nicht aus dem Gebiet des Absenkungstrichters 
entkommen. Der Betrag des regionalen geohydraulischen Gradienten 
spielt dabei eine Rolle. 

Im vorliegenden Bericht wird anhand von Prinzipbetrachtungen 
untersucht, mit welcher Geschwindigkeit sich Anomalien der 
hydraulischen Höhe in einem gespannten Aquifer ausgleichen. 
Der prinzipielle Ablauf des Ausgleichsvorganges wird an einem 
einfachen hydraulischen Modell demonstriert. 

2. Modellbeschreibung und Vorgehensweise 

Betrachtet wird ein gespannter, homogener Modellaquifer, der im 
Hangenden und Liegenden durch undurchlässige Schichten begrenzt 
ist und in der Ebene als unbeschränkt angesehen wird. Wie in /5/ 
dient als Modell des Bergwerkes ein den Aquifer vollständig 
durchörternder, zylindrischer Hohlraµm von endlichem Radius. 

Weil die Modellierung des in der Nachbetriebsphase zulaufenden 
Absenkungstrichters die Kenntnis seiner Gestalt zu Ende der 
Betriebsphase voraussetzt, muß zunächst die Gestalt des Absenkungs
trichters zu diesem Zeitpunkt erarbeitet werden. Die dazu 
erforderlichen Überlegungen erfolgen in drei Schritten. 

Im ersten Schritt wird die Betriebsphase des Bergwerkes im Modell 
nachgebildet. Dazu wird eine zeitlich konstante Absenkung h0 der 
hydraulischen Höhe vorgegeben und der Absenkungstrichter im Aquifer 
zu Ende der Betriebsphase wird berechnet. weiterhin wird die 
Zuflußrate zum Hohlraum (Bergwerk) während der Betriebsphase 
bestimmt. Bei der hier untersuchten Parameterkombination 
zeigt sich, daß bis auf Anfangseffekte die Zuflußrate nahezu 
plateauförmig verläuft. 

Im zweiten Schritt wird im Hohlraum (Bergwerk) über die Betriebs
dauer hin statt der konstanten Absenkung diese konstante Zufluß
rate als Entnahmerate vorgegeben und wieder wird der Absenkungs
trichter im Aquifer zu Ende der Betriebsphase bestimmt. Die Modell
rechnungen zeigen gute Übereinstimmung zwischen dem durch konstante 
Spiegelabsenkung und dem durch konstante Entnahmerate erzeugten 
Absenkungstrichter. Daher ist es für den nachfolgenden Auffüll
vorgang nicht von Belang, ob der Absenkungstrichter durch Vorgabe 
einer konstanten Spiegelabsenkung oder konstanten Entnahmerate im 
Hohlraum erzeugt wurde. Formal ergibt sich durch diese Vorgehens
weise jedoch der Vorteil, im nächsten Schritt das Superpositions
prinzip anwenden zu können, wenn man mit konstanter Entnahme im 
zweiten Schritt rechnet. 
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Im dritten Schritt wird durch Superposition mit einem an gleicher 
Stelle gelegenen Hohlraum, in den ab Ende der Betriebsphase die 
zuvor genannte Rate injiziert wird, die Entnahme im Hohlraum ab 
Ende der Betriebsphase zu Null gesetzt. Zustrom in den Hohlraum 
findet theoretisch nicht mehr statt, die hydraulische Höhe im 
Aquifer steigt wieder an. Dadurch wird die Nachbetriebsphase des 
Bergwerkes modelliert. 

Bei dieser Vorgehensweise wird allerdings unterstellt, daß nach 
Beendigung der Betriebsphase kein weiteres Wasser in den Hohlraum 
(das Bergwerk) tritt. Dies ist mit Hinblick auf den zeitlichen 
verlauf des Auffüllens des Absenkungstrichters jedoch als konser
vativ zu werten. 

3. Wahl der Eingabedaten und Darstellung der Ergebnisse 

Felgende Eingabedaten liegen den Modellrechnungen zugrunde: 

charakteristische Daten des Modellaquifers: 

Mächtigkeit 
Durchlässigkeit 
Spez. Ergiebigkeit 

H = 
~= 
S' = 

200 m 
10~ m/s 
10- 1/m 

charakteristische Daten des Hohlraumes: 

Hohlraumradius 
Absenkung der hydr. Höhe 
Dauer der Absenkung 

300 m 
1000 m 

SO a 

zur formalen Beschreibung der den Modellrechnungen zugrunde 
liegenden Problemstellungen, den verwendeten Lösungsformeln 
und ihrer numerischen Realisierung sei auf die Anhänge ver~ 
wiesen. 

Entsprechend der im zweiten Abschnitt beschriebenen Vorgehensweise 
wurde zunächst der Absenkungstrichter um einen Hohlraum mit 300 m 
Radius bestimmt, in dem für SO a eine konstante Absenkung der 
hydraulischen Höhe von 1000 m erzeugt wurde. Das Ergebnis der 
Rechnung ist in Abb. 1 dargestellt (Kurvenverlauf 'Konstante 
hydraulische Höhe'). Abb. 2 zeigt die zeitliche Entwicklung des 
Wasserzustroms in den Hohlraum. Die Rate stellt sich nach etwa 
10 a Betriebsdauer auf etwa 40 1/min ein und weist von da ab nur 
noch eine schwach fallende Tendenz auf. 

Statt der konstanten Absenkung der hydraulischen Höhe wurde im 
nächsten Schritt über 50 a hin im Hohlraum eine konstante Entnahme
rate von 40 1/min vorgegeben und die Absenkung der hydraulischen 
Höhe im Aquifer zu Ende dieses Zeitraumes bestimmt. Das Ergebnis 
der Rechnung ist in Abb. 1 (Kurvenverlauf 'Konstante Rate') dar
gestellt. Es zeigt sich eine zufriedenstellende Übereinstimmung 
zwischen beiden Absenkungstrichtern, so daß in den folgenden 
Überlegungen davon ausgegangen wird, daß der Absenkungstrichter 
zu Ende der Betriebsphase durch konstante Entnahme von 40 1/min 
über die Betriebsdauer von SOa erzeugt wurde. 
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Abb. 3 zeigt in Abständen von 100 a die Gestalt des zulaufenden 
Absenkungstrichters nach Ende der Betriebsphase des Bergwerkes. 
Man beachte den gegenüber Abb. 1 veränderten Maßstab der Ordinate. 

In Abb. 4 ist dem zulaufenden Absenkungstrichter noch ein regionaler 
hydraulischer Gradient von 4·10-3 überlagert, der Abstrom ist nach 
rechts im Bild zu denken, der Nullpunkt des überlagernden Potentials 
wurde willkürlich im Zentrum des Hohlraumes angenommen. Die Dar
stellung ist so gewählt, daß der Vertikalschnitt durch das Minimum 
des Absenkungstrichters führt und der überlagerte regionale 
hydraulische Gradient in Bildebene von links nach rechts verläuft. 
Man beachte hierbei, daß bedingt durch den überlagerten regionalen 
hydraulischen Gradienten keine Zylindersymmetrie des Absenkungs
trichters mehr gegeben ist. 
Die Darstellung zeigt, daß während des Auffüllvorganges das Minimum 
des Absenkungstrichters in Richtung des Abstromes wandert und daß 
schon nach etwa 400 a seit Ende der Betriebsphase kein Minimum der 
hydraulischen Höhe mehr existiert. 

Aus den beschriebenen Ergebnissen folgt, daß im Rahmen der zugrunde
liegenden Modellvorstellung aus der Existenz einer lokalen Anomalie 
der hydraulischen Höhe keine zusätzliche Sicherheit für ein Endlager 
am Ort der Anomalie abgeleitet werden darf. 
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ABSENKUNG DER HYDRAULISCHEN HOEHE AM ENDE DER BETRIEBSPHASE 
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ABSENKUNG DER HYDRAULISCHEN HOEHE IN DER NACHBETRIEBSPHASE 
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NACHBETRIEBSPHASE, HYDR. HOEHE BEI REGIONALEM HYDR. GRADIENTEN 
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Anhang 1 

zwei Anfangsrandwertprobleme des endlichen Brunnens 

Al.1 Der endliche Brunnen mit konstanter Spiegelabsenkung 

Ein Brunnen mit dem endlichen Radius rwhabe einen homogenen 
und isotropen Aquifer (Durchlässigkeit kj, spezifische Er
giebigkeit S', Mächtigkeit H) vollständig durchteuft. Beginnend 
zum Zeitpunkt t=O werde in dem Brunnen die konstante Spiegel
absenkung h0 aufrecht erhalten. Gesucht ist die Spiegelabsenkung 
h(r,t) im Aquifer zu Zeiten t>O. 

Die Aufgabenstellung wird formal beschrieben durch die parabolische 
Differentialgleichung 

(Al. 1 - 1) 
clh 4 dl..) ,a'-' 

ip ( o1' t „ Jr ::: ~ äf" , 

die mit der Abkürzung 

(Al.1 - 2) 

die Gestalt 

(Al. 1 - 3) 

'X - i;. 
- S' 

annimmt. Die Anfangs- und Randbedingungen lauten 

(Al.1 - 4) 

(Al.1 - 5) 

(Al. 1 - 6) 

l~...v- ". c -r '-1:) = o 
,t-=]t:P 

II\ C; w I i ) ~ t\ 0 

Die Lösung des durch (Al.1 - 3) bis (Al.1 - 6) formulierten 
Anfangsrandwertproblems ist aus der Literatur bekannt. 

(Al.l - 7) 

Die Substitution 
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(Al. 1 - 8) 

überführt (Al.1 - 7) in 

Führt man noch durch 

(Al. 1 - 10) 

die erste Funktion des endlichen Brunnens ein, so erhält man 
für die Spiegelabsenkung im Aquifer 

(Al. 1 - 11) ~Cr,t):: ~o A( i ':;1) . 
Von Interessse ist noch die Zuflußrate zum Brunnen. Sie errechnet 
sich als 

(Al. 1 - 12) 

Damit kommt der Ortsableitung der ersten Funktion des endlichen 
Brunnens noch Bedeutung zu. Wegen 

(Al.1 - 13) dA = ~ ( e-Ts1. -§1,~(sR) 'fo(s) +sY.,/~R)1Js) A 
d ~ " j 1o'-(f)+ 'f o~'i) i 

= _ ~J-Tt~ 'il,trR)'l~l- 'l.(f R)-J,fü o1s 
0 102.(~)t '( o'-(f) 

ergibt sich 

• 
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Al.2 Der endliche Brunnen mit konstanter Entnahmerate 

Ein Brunnen mit dem endlichen Radius rwhabe einen homogenen 
und isotropen Aquifer (Durchlässigkeit kt , spezifische Er
giebigkeit S', Mächtigkeit H) vollständig durchteuft. Beginnend 
zum Zeitpunkt t=O werde in dem Brunnen die konstante Entnahme
rate Q aufrecht erhalten. Gesucht ist die Spiegelabsenkung 
h(r,t) im Aquifer zu Zeiten t>O. 

Die Aufgabenstellung wird formal beschrieben durch die parabolische 
Differentialgleichung 

(Al. 2 - 1) 

die mit der Abkürzung 

(Al. 2 - 2) 

die Gestalt 

(Al. 2 - 3) 

annimmt. Die Anfangs- und Randbedingungen lauten 

(Al. 2 - 4) 

(Al. 2 - 5) L~-w-. kCtyt)= 0 
,... -,fP 

(Al. 2 - 6) 

Die Lösung des durch (Al.2 - 3) bis (Al.2 - 6) formulierten 
Anfangsrandwertproblems ist aus der Literatur bekannt. 

(Al. 2 - 7) 

wobei die zweite Funktion des endlichen Brunnens gegeben ist durch 

r (R T):: ~fr-1-e-rE) ~is)'foCER)-Y,.fs) "JaCsR) 
(Al. 2 - a > :::. 1 ir l ,._. 1) ic~) + ""2(s) 
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Anhang 2 

Zur praktischen Berechnung der Funktionen des 

endlichen Brunnens 

A2.1 Die erste Funktion des endlichen Brunnens 

Das zur Berechnung des in 

(A2.1 -

auftretenden unendlichen Integrales anzuwendende Verfahren 
wird entscheidend von dem Verhalten des Integranden an den 
Grenzen des Integrationsbereiches bestimmt. An der oberen 
Grenze, also für t --> OD , nimmt der Integrand wegen der 
asymptotischen Darstellung der BESSELfunktionen 

(A2.l - 2.1) für X --) c0 

(A2.l - 2.2) für X --) et:> 

folgende Gestalt an: 

-Ts2. 
(A2 .1 - 3) e 

'do(~R) 'f,l[) - Y(J(s R) lcl~) L 
t-J~"-Cs) + Y/{s) ! 

~ ~(iR-f){rrF~(~-f)-~ ~,(sR-f)frF UD(~-"[[) 

rr\ [ c~r.?(5-ff) i /\,~.}(;'ff)] ~ 

'l 4 Ts. t. ' - \l r-1 ~. 'Foi' - r _, • rr Tr \ ' r( u - :zt l ro,,,.. rc _ lL ) \ = ..2.. t\ e L ~(lR-4J...<JML~-<<J -.N.N,\_~"--qJ -.v.;;1.s 4..,-1 
1T 

- T~1. 
~ e c-) ~((se- -n-) -(i --~)) 

~ )T 4 r 
-z. 

:: e-Tf. r-) ~(~c~--1)) .. 
~fRI ... 

Aus der letzten Darstellung wird ersichtlich, daß die obere 
Grenze $'»'.G\X des numerisch signifikanten Bereichs des Inte
granden durch die auftretende Exponentialfunktion bestimmt 
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wird. Sie wird praktisch Null wenn ihr Argument kleiner als 
-25 ausfällt. Daraus ergibt sich sofort 

(A2.l - 4) 

An der unteren Grenze, also für t --> 0, besitzt der Integrand 
eine analytisch hebbare Singularität. Wählt man ~~[~derart, 
daß 

(A2.1 - 5.1) 

und 

(A2 .1 - 5. 2) 

gilt, so wird für O < s <= s"""'~.)(' 

(A2 .1 - 6.1) e 
- ,i1. ~A 

(A2.l - 6.2) ~o(Rs) ~ A 

(A2 .1 - 6.3) ':! fl(~) i;:; ,1 

(A2.l - 6.4) 'f o Cs) ~ ; r;_J 

(A2.l - 6.5) 'f (~R) ~ d. ~(s R) 
0 Tr 

Für das Integral von Obis 5-V..:.. erhält man somit 

(A2.l - J~~~~T5l. 'j()(~R) 'f/s) -'lo(~R) '!IJ.) 
7 > o e 1/-(~) + 'f/(f) 

Jf. j ~ -=J O ~ u.. -7 -oP 

Substitution: u.~~5 =7 Ju."' f §. -7 S . -:.7 ~--'/ ßvi. ~ ~ 
'IM.IM ~ 
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Für die praktische Rechnung wird die erste Funktion des 
endlichen Brunnens also 

( A2 . 1 - a ) AC R IT) ~ At ; i- .Qvd< [ o-te ~( i 14,._ § ~) +- f] 
~~X 

+ s e - T ~:t °c!/SR.) Y[ ~)-YJf R) 'd.(!,) ~ i 
~ . ~}(~) i Y/C~) ~ J 

"""l."11\. 

wobei~~ und i--.l< den in (A2 .1 - 4) und (A2 .1 - 5) genannten 
Bedingungen genügen. 

Das verbleibende Integral von~ bisi'""'-xwird numerisch behandelt. 
Wegen (A2.1 - 3) besitzt der Integrand etwa 

(A2 .1 - 9) 
,., • [ 1 t- f__._~(R-~)J 

Vorzeichenwechsel. Daher bietet es sich an, das Integrations
intervall von~~ bis~""«~in eine mindest ebensolche (besser 
noch höhere) Anzahl von Teilintervallen zu zerlegen. Auf jedem 
Teilintervall wird dann die Berechnung des Integrales mit 
gängigen Integrationsroutinen vorgenommen. 
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A2.2 Die Ortsableitung der ersten Funktion des 

endlichen Brunnens am Brunnenrand 

Das zur Berechnung des in 

(A2.2 - 1) 

auftretenden unendlichen Integrales anzuwendende Verfahren 
wird entscheidend von dem verhalten des Integranden an den 
Grenzen des Integrationsbereiches bestimmt. An der oberen 
Grenze, also für ! --> e,o , nimmt der Integrand wegen der 
asymptotischen Darstellung der BESSELfunktionen 

(A2.2 - 2.1) für X --> CiO 

(A2.2 - 2.2) für X--> ao 

folgende Gestalt an: 

- rg7- ,-f 
(A2. 2 - 3) e 

A 

lt 
- r(2. 

:::; 2.. e 

Aus der letzten Darstellung wird ersichtlich, daß die obere 
Grenzei--~~ des numerisch signifikanten Bereichs des Inte
granden durch die auftretende Exponentialfunktion bestimmt 
wird. Sie wird praktisch Null wenn ihr Argument kleiner als 
-25 ausfällt. Daraus ergibt sich sofort 

(A2.2 - 4) 
~'M~X z ~ . 

An der unteren Grenze, also für ~ --> O, besitzt der Integrand 
eine analytisch hebbare Singularität. Wählt man t~ derart, 
daß 
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(A2.2 - 5.1) 

und 

(A2. 2 - 5. 2) 

gilt, so wird für 0 < ~ <= f,v....;....., 

- r s"--
(A2. 2 - 6.1) e. ~ A 

(A2. 2 - 6.2) "dq(~) ~A 

(A2. 2 - 6.3) Yo(~) ~ ..3.. .R-.... ~ 
7r 

Für das Integral von Obis ~~:Merhält man somit 

Für die praktische Rechnung wird die Ortsableitung der 
ersten Funktion des endlichen Brunnens am Brunnenrand 
also 
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(A2.2 - 8) 

wobei E~ und§,__._)( den in (A2.2 - 4) und (A2.2 - 5) genannten 
Bedingungen genügen. 

Das verbleibende Integral vonE,,,...::., bis s~xwird numerisch behandelt. 
Wegen (A2.2 - 3) besitzt der Integrand etwa 

(A2. 2 - 9) 

leichte Schwingungen. Daher bietet es sich an, das Integrations
intervall vons........:.. biss~xin eine mindest ebensolche (besser 
noch höhere) Anzahl von Teilintervallen zu zerlegen. Auf jedem 
Teilintervall wird dann die Berechnung des Integrales mit 
gängigen Integrationsroutinen vorgenommen. 
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A2.3 Die zweite Funktion des endlichen Brunnens 

Das zur Berechnung des in 

(A2.3 -

auftretenden unendlichen Integrales anzuwendende Verfahren 
wird entscheidend von dem Verhalten des Integranden an den 
Grenzen des Integrationsbereiches bestimmt. An der unteren 
Grenze, also für \ --> 0, verhält sich der Integrand regulär. 
Wegen 

- T x2. 
A- T)(-i (A2.3 2.1) e ~ für X -

(A2. 3 - 2.2) '1A(x) ~ 4 ';( für X 

(A2. 3 - 2.3) 'J/~ R) ~ A für X 

(A2. 3 - 2.4) 'lo(~R.)~ ¾ ~cxe) für X 

2. --1 
(A2.3 - 2.5) 'f Cx\ =:.- -

1 rr }( für X 

nimmt der 

(A2. 3 - 3) 

Integrand folgende Gestalt an: 

( .-1-e-Tfi) '<IiI) 'fo(s"R) - 'fA(~ 'd0 (!R) !_ 
'<l}C;,) t Y}{s) ~:2. 

i ~;. tA(sR)-½ f ,1 
~ (,t -A + Tfl.) __,,;_--'-'-------"'--- -

~ s~ +(}Y-i„ E~ 

= T 
f i3~(sR)-# s 
(i.Jl. + ~ ~~ 

--> 0 

--> 0 

--> 0 

--> 0 

--> 0 

Aus der letzten Darstellung wird ersichtlich, daß der Integrand 
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für t --> 0 gegen Null strebt. 

An der oberen Grenze, also für ~ --> oD , ist das in (A2. 3 - 1) 
auftretende Integral im wesetlichen auf den Integralsinus Si 
zurückführbar. Wählt man gllM"-v derart, daß 

(A2.3 - 4.1) 

und 

(A2.3 - 4.2) 

gilt, so wird für ~ > g,,..,\tt.X 

(A2.3 - 5.1) 

(A2.3 - 5.2) 

(A2.3 - 5.3) 

(A2.3 - 5.4) 

( A2 • ·3 - 5 • 5 ) 

'du( ~R) ~ 11r ~R 
I 

w.>C~R- ~) 

'JA ( ~) ~ ~ rr\' ~(~ -"!-"{f) 
'i

0 
(~R) ~ 1 rr~R-, ~(sR-Y,) 

'f,/~) ~ i11~R-, ~(s-- "f-~) 

Für das Integral von! bis eo erhält man somit 
,w.ca)( 

(A2.3 

O"' 

J A-e-Ti) 'd,lg)'l0(fR)-~4s) J0(tR) ~ 
- 6) C ( 1}(~) i- '(A J.(s.) ~~ 

~ ...... )( 

~ 5 -{ii <A{S-lJ ·ff)/?; ~(kR-if) -{f ,,;,.(g -f-J) {J; u;,(SHF) .i~ 

s~x #r [ ~2Cs-r-:) + ~1.a-I-:)J ~~ 

Substitution: 
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Für die praktische Rechnung wird die zweite Funktion des 
endlichen Brunnens also 

(A2.3 - 7) 

wobei ~---x den in (A2.3 - 4) genannten Bedingungen genügt. 

Das verbleibende Integral von O bis}-v wird numerisch behandelt. 
Wegen (A2.3 - 6) besitzt der Integrand etwa 

(A2.3 - 8) 

Vorzeichenwechsel. Daher bietet es sich an, das Integrations
intervall von O bist,...._xin eine mindest ebensolche (besser 
noch höhere) Anzahl von Teilintervallen zu zerlegen. Auf jedem 
Teilintervall wird dann die Berechnung des Integrales mit 
gängigen Integrationsroutinen vorgenommen. 




